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Abstrakt 
Dette projekt omhandler modellering af et skruet fodboldskud. Bernoullis princip bliver forklaret og 
Bernoullis ligning bliver udledt. Boldens afbøjningsradius under et skruet skud bestemmes teoretisk 
ud fra Bernoullis ligning og viser sig at være proportional med boldens fart og omvendt 
proportional med dens rotationsfrekvens. Reynoldstal inddrages til karakteristik af hvilken slags 
strømning fodbolden typisk befinder sig i under et hårdt skruet skud. Det viser sig at et sådan skud 
har Reynoldstal i intervallet [1,6 ; 3,2] ·105. Det betyder at bolden typisk befinder sig i turbulent 
strømning eller i overgangen mellem turbulent og laminar strømning. 
Reynoldstallet, der altså varierer under et skud, bestemmer også størrelsen af luftmodstanden. Ved 
at analysere videooptagelse af vores egne skud har vi eksperimentelt bestemt en lineær 
sammenhæng mellem luftmodstandkoefficienten og boldens fart samt en ligefrem proportionalitet  
mellem den såkaldte magnuskraft, der skyldes boldens rotation, og produktet af boldens hastighed 
og rotationsfrekvens. 
Dette bruger vi til oprettelse af en matematisk model for et hårdt skruet skud, der ud fra start 
betingelserne for bolden kan beregne boldens bane. Modellens resultater sammenlignes med 
empiriske data fra egne forsøg og modellens nøjagtighed vurderes. Det viser sig, at det er muligt at 
opstille en matematisk model for et skruet fodboldskud. Resultaterne tyder imidlertid på at vi har 
overestimeret luftmodstanden i modellen. Yderligere undersøgelser er nødvendige for at opnå en 
bedre kvantificering af luftmodstandsfunktionen. 
 
Abstract 
 
This project deals with the modeling of a curved soccer shot. Bernoulli’s principle is explained and 
Bernoulli’s equation is derived. The football’s deflection radius during a curved shot is determined 
theoretically from Bernoullis equation and appears to be proportional to the football’s speed and 
inversely proportional to its rotation frequency. Reynolds number is being involved in 
characterization of the kind of flow a typical soccer shot is going through. It turns out that a shot has 
Reynolds numbers between (1,6; 3,2)·105. A soccer shot is therefore typically moving through a 
turbulent flow or in the transition between a turbulent and a laminar flow. 
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Reynolds numbers, wich varies during the shot, also determine the magnitude of the air resistance, 
or dragforce. By analyzing video footage we have establish a linear relationship between the 
dragcoefficient and the velocity of the ball and a proportionality between the magnusforce, caused 
by the rotation of the ball, and the product of the ball velocity and rotation frequency. 
This is used for the purpose of creating a mathematical model, which models a hard curved shot by 
entering the starting conditions for the ball. The models results is compared to empirical data from 
our own experiments. The accuracy of the model is the evaluated. It turns out that it is possible to 
develop a mathematical model of a curved soccer shot. However, the drag force in this project has 
been overestimated. Further studies are necessary to a better quantification of the drag force. 
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1. Indledning 
Dette projekt tager udgangspunkt i den undren der kan opstå når man som tilskuer 
til en fodboldkamp bliver vidne til at fodbolden under et kraftigt skud pludselig 
afviger fra dens bane og til ens store glæde (eller ærgrelse) havner i mål. 
Det overordnede fysiske ved dette fænomen er velkendt og bliver ofte udnyttet af sportsudøvere i 
mange sportsgrene til at fremme præstationerne. I fodbold for at snyde målmanden, i cricket med et 
tilbage spin for at give bolden et dyk og i golf et fremad rettet spin for at opnå et længere skud. 
Imidlertid er det de færreste som kender til de fysiske årsager bag fænomenet. Dette projekt vil 
beskæftige sig for fysikken bag boldens flugt gennem luften ved et hårdt skruet skud og forsøge at 
beskrive og forklare fænomenet gennem video-baseret analyse af skruet skud og matematisk 
modellering. 
I projektet vil vi opstille en matematisk model for et skruet fodboldskuds bane. Der vil blive set på 
størrelser som rotation, hastighed, luftmodstand og Magnuskraft. Gennem eksperimentelt arbejde 
vil vi forsøge at opnå større indsigt i disse kræfter og kvantificere dem. Med de opnåede empiriske 
data for de forskellige kræfter som virker på bolden vil vi opstille en model.  
 
1.1. Motivation 
Vi undrede os over at så få, inklusiv os selv, kendte til årsagerne for fænomenet på trods af mange 
års fodbold i skolegården og fritiden. Desuden så vi en mulighed for selv at kunne designe nogle 
spændende og sjove eksperimenter, at kunne analysere 
vores egne data og selv at opstille en matematisk model 
helt fra bunden. 
Figur 1. Andreas fjoller lidt rundt med bolden under et eksperiment. 
At kunne foretage nogle sjove og spændene eksperimenter var helt 
klart en motivation for gruppen. 
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1.2. Problemformulering 
Hvordan kan et skruet skud i fodbold forstås fysisk og modelleres matematisk, og kan en 
matematisk model forudsige en bolds bane ud fra udgangshastigheden (vinkel og fart), boldens 
rotationsfrekvens, og rotationsaksen? 
 
1.3. Refleksion over semesterbinding 
 
Dette projekt er et godt eksempel på sammenspillet mellem teori, eksperiment og model, som er 
omdrejningspunktet for semesterbindingen på 2. semester. Ved hjælp af teorien vil vi finde frem til 
de kræfter, som vi skal bestemme med vores eksperimenter. Disse eksperimenter vil kvantificere 
kræfterne som vi vil opstille vores egen model med. Vi sigter derefter på at kunne validere vores 
model med de empiriske data vi har indsamlet. 
 
1.4. Målgruppe 
 
Dette projekts målgruppe er tilstilet folk med interesse for matematik, fysik og fodbold. Det kunne 
for eksempel være gymnasieelever med fysik på A-niveau og matematik på B-niveau. Det kan også 
være gymnasielærere som kan bruge projektet, dels fordi det har potentiale for at fange elevernes 
interesser og fordi det er et godt eksempel på sammenspillet mellem matematik og fysik. Derved vil 
projektet være til rådighed som et værktøj til belysning af fænomenet og som et eksempel på 
hvordan fysik i sammenspil med matematisk modellering kan forklare et virkeligt fænomen som 
ikke lader sig begribe intuitivt. 
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1.5. Metode 
Der vil først blive foretaget en teoretisk undersøgelse af hvilke kræfter som påvirker en bold i løbet 
af et skud. Disse kræfter vil blive defineret ved hjælp af teorien. Der vil også ved hjælp af en 
udledning blive set på sammenhængen mellem boldens afbøjningsradius og størrelser som 
hastighed og rotationsfrekvens. 
To af de kræfter som virker på bolden under skuddet, luftmodstanden og magnuskraften, vil blive 
undersøgt eksperimentelt. Ved hjælp af teorien og resultaterne fra eksperimenterne vil der så blive 
opstillet forskrifter for begge kræfter. 
Disse forskrifter vil indgå i den matematiske model for et skruet fodboldskud. Resultaterne fra 
denne model vil til sidst blive sammenlignet med de eksperimentelle resultater og en validering af 
modellen vil blive fortaget. Der opnås dermed et spændende sammenspil mellem teori, eksperiment 
og model hvilket også opfylder semesterbindingen særdeles godt. 
 
1.6. Roberto Carlos’ skud 
Dette afsnit er en lille ”appetiser” til læseren før der gribes fat på den mere teoretiske 
undersøgelse af et fodboldskud. 
 
Mange fans vil huske frisparket Brasilianeren Roberto Carlos 
tog, i en venskabskamp mod Frankrig i sommeren 1997. 
Bolden var placeret cirka 30m fra modstanders mål og lidt til 
højre. Carlos skruede bolden således at den først fløj forbi en 
mur af forsvarsspillere med cirka en meter. En bold-dreng, der 
stod flere meter fra målet, dukkede sig da han troede at bolden 
havde kurs mod ham. Og så, i et næsten magisk træk, svingede 
bolden mod venstre og ramte ind i det øverste højre hjørne af Figur 2. Carlos tager sit berømte 
skud. 
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målet. Dette til stor begejstring for tilskuerne og ikke mindst den franske målmand som slet ikke 
havde opfattet hvad der skete og derfor var blevet stående.    
 
Figur 3. En skitse over boldens bane under skuddet. (Brasil er gul, Frankrig er blå). Den lige bane på vej mod bold-
drengen er i strimler. Den bøjet bane er den bolden i stedet tager. 
Mange videoer af skuddet er tilgængelige på internettet. Vi anbefaler hvis læseren har adgang til 
internettet at se videoen ved navn ”Roberto Carlos freekick against France HQ” som findes på 
youtube.com, da denne video indeholder flere spændende vinkler af skuddet. Og nu til teorien! 
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2. Teori 
2.1. Bolden i bevægelse 
I dette afsnit vil læseren blive præsenteret for de forskellige kræfter som virker på bolden under et 
skud samt en kort introduktion til hvordan disse vil kunne modelleres. 
For at kunne modellere et fodboldskud skal vi først være klar over hvilke kræfter og faktorer der er 
på spil når bolden flyver gennem luften.  
Vi forestiller os at vi arbejder i et tre-dimentionelt koordinatsystem som tager udgangspunkt i selve 
fodboldbanen. Man kunne for eksempel sige at den ene sidelinje er x-aksen, y-aksen er baglinjen og 
z-aksen er højden det vil altså sige at xy-planen faktisk er fodboldbanen. Skydes en bold langs x-
aksen og bliver skruet således at den drejer ind langs y-aksen kan vi beskrive dens bevægelse som 
tegnet på følgende figur. 
 
 
Figur 4. Grafik over en skruet 
bolds bevægelse i et 
koordinatsystem. x-aksen er 
længde, y-aksen er bredden og 
z-aksen er højden. v er boldens 
starthastighed, φ er v's vinkel 
med xy-planen, Fd er dragforce, 
Fm er magnuskraften og Fg er 
tyngdekraften. Egen figur. 
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På figur 3 ses at der kun er tre kræfter som påvirker bolden når den er blevet sparket og har forladt 
foden. Tyngdekraften “Fg” kender vi og vil altid trække bolden nedad, derfor vil den også altid være 
parallel med z-aksen. “Fd” er luftmodstanden, i dette projekt vil vi dog omtale denne kraft som 
“Dragforce”. Den er rettet imod boldens retning. Eftersom boldens retning ikke er en lige linje men 
en kurve vil Fd's retning altså også ændre sig i løbet af skuddet. Den tredje kraft går under 
betegnelsen “Fm” og er Magnuskraften. Idealiseret trækker denne kraft bolden til siden og er 
parallel med y-aksen, men dette vil vi komme nærmere ind på i afsnit 2.7. Fra punkt (0,0,0) hvor 
bolden bliver skudt fra tager vektor v udgangspunkt, dens længde er boldens fart. Dens vinkel φ, 
angiver retningen som bolden bliver skudt af sted med i forhold til xy-planen. Kender man vinklen, 
φ, på skuddet i forhold til xy-planen og vinklen, θ, i forhold til xz-planen samt boldens fart 
v ,m ⋅ s−1( ), kan hastighedsvektoren beregnes således: 
x, y,z( )= v ⋅ cosϕ ⋅ cosθ, v ⋅ cosϕ ⋅ sinθ, v ⋅ sinϕ( ) 
Når vi kender alle tre vektorer, Fg, Fm og Fd, kan vi beregne boldens bane for et vilkårligt skud i en 
matematisk model.  Ved numerisk at beregne for små tidsskridt boldens acceleration (ud fra 
newtons 2. lov ),  F = m ⋅ a, hastighed og position. I en sådan beregning antages at a og v er 
konstant i hvert tidsskridt. Herved begår vi naturligvis en fejl, men denne fejl kan gøres vilkårlig 
lille ved at gøre tidsskridtene passende små. 
Nu har vi de forskellige kræfter som virker på bolden på plads. Vi vil nu se på deres natur og hvad 
de skyldes. 
 
2.2. Bernoullis princip 
Dette afsnit vil introducere læseren for Bernoullis ligning og sammenhængen mellem hastighed 
og tryk. Dette er relevant da trykforskelle har indflydelse på boldens bane. 
 
Bernoullis princip som er opkaldt efter videnskabsmanden, Daniel Bernoulli (29 Januar 1700 – 
Basel, 27 Juli 1782). (H. Højgaard Jensen, 1968) 
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Bernoullis princip postulerer, at høj hastighed medfører lavere tryk og lav hastighed medfører 
højere tryk. Vi benytter et idealiseret billede af et fluids strøm forbi et rundt objekt. Strømmens 
fluid kan beskrives udfra strømningslinjer. Strømningslinjer angiver hvilken vej strømmen følger og 
pilene angiver strømmens retning. Tættere strømningslinjer angiver højere hastighed. 
 
For at kunne udlede princippet matematisk, laves nogle antagelser. Der antages, at fluidet er 
usammentrykkeligt og flyder jævnt, hvilket betyder, at strømningslinjerne ikke ændrer sig som 
funktion af tiden. Det antages også, at der ikke opstår gnidning. 
 
 
Figur 5. Jævn strømning omkring en gnidningsfri fodbold i situation 1 og 2. Egen figur. 
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På figuren ses det markeret segment af strømningslinjer. På venstre side af segmentet er , 1W∆ , det 
arbejde som trykket, P1, udfører på fluidets tværsnitsareal, A1, ved højden, h1 for at flytte det 
afstanden, 1x∆ . Trykket på højre side, P2 i højden, h2 udfører et lige så stort negativt arbejde på 
fluidets tværsnitsareal A2, over 2x∆ , givet ved 2W∆ . Volumen, V∆ , (det skraveret område) der 
bliver flyttet er givet ved 
1) 2211 xAxAV ∆⋅=∆⋅=∆  
Da fluidet er usammentrykkeligt bliver 1W∆  og 2W∆ : 
2) VPxAPW ∆⋅=∆⋅⋅=∆ 11111  
3) VPxAPW ∆⋅−=∆⋅⋅−=∆ 22222  
Det samlede arbejde bliver 
4) VPVPWWW ∆⋅−∆⋅=∆+∆=∆ 2121  
Siden der ikke er noget gnidning, er trykket det eneste der udfører et arbejde. Derfor bliver arbejdet 
lig med ændringen af den mekaniske energi. Siden fluidet strømmer jævnt, vil ændringen i den 
kinetiske energi, K∆ , og ændringen i den potentielle energi, ,U∆ kun skyldes ændringerne ved 
enderne af segmentet. Ændringen skyldes at der bliver tilført en ekstra mængde fluid med massen 
m∆ , hvis volumen er V∆ , på venstre side. Se figur 4. 
5) ⇔⋅⋅∆−⋅⋅∆+⋅∆⋅−⋅∆⋅=∆+∆=∆ 122122 2
1
2
1 hgmhgmvmvmUKW  
6) ⇔⋅⋅∆−⋅⋅∆+⋅∆⋅−⋅∆⋅=∆⋅−∆⋅ 12212221 2
1
2
1 hgmhgmvmvmVPVP  
7) VPhgmvmVPhgmvm ∆⋅+⋅⋅∆+⋅∆⋅=∆⋅+⋅⋅∆+⋅∆⋅ 11212222 2
1
2
1
 
[ ] 2: smg er tyngdeacceleration 
Ud fra den ovenstående ligning ses, at summen af den kinetiske energi, den potentielle energi og 
trykenergien til et hvert tidspunkt er konstant. Det kan så udtrykket som 
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8) tKonsPhg
V
m
v
V
m
tan
2
1 2
=+⋅⋅
∆
∆
+⋅
∆
∆
⋅  
Siden ρ=
∆
∆
V
m
, fluidets massefylde kan ligningen skrives som 
9) tKonsPhgv tan
2
1 2
=+⋅⋅+⋅⋅ ρρ  
Ligningen kaldes Bernoullis ligning. Den viser som tidligere nævnt, at høj hastighed medfører 
lavere tryk og lav hastighed medfører højere tryk, hvis den potentielle energi er konstant. (Rune A. 
Rasmussen et al., 2003) 
2.3. Udledning af boldens afbøjningsradius 
I dette afsnit vil vi med hjælp af Bernoullis ligning vise en sammenhæng mellem boldens afbøjning 
fra dens bane og dens rotationsfrekvens og hastighed. 
Vi kan ved brug af Bernoullis princip vise at radius i boldens krumme bane er proportional med 
hastigheden og omvendt proportional med rotationsfrekvensen. Vi betragter en bold som flyver 
gennem luften med en rotation omkring dens egen akse. 
Figur 6. En fodbold gennem en luftstrømning. Den røde pil angiver boldens rotation. Der ses et tyndt luftlag omkring 
boldens overflade, der er altså tale om to strømningsfelter. Figuren er tegnet ud fra figurer fra 
www.physics.hku.hk/~phys0607/lectures/chap05.html 
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Når bolden flyver roterende gennem luften, vil overfladen på side A rotere med luftmodstanden 
mens overfladen på side B rotere mod luftmodstanden. Omkring boldens overflade er der et tyndt 
grænselag af luft som er bundet til denne overflade. Dette medfører luften ved A har en større 
hastighed i forhold til luftstrømmen end luften ved B. 
Hastigheden for luften ved punkt A og B kan beskrives således: 
A: v + ω ⋅ r , hastighed hvorved luften passerer overfladen på side A. 
B: v −ω ⋅ r, hastighed hvorved luften passerer overfladen på side B. 
Hvor v er boldens (eller luftstrømmens) hastighed i m ⋅ s−1, ω er vinkelhastigheden i s−1 og r er 
boldens radius i meter. ω ⋅ r  er et udtryk for hastigheden i en cirkel bevægelse og er også i m ⋅ s−1  . 
Hastigheden med hvilken luften passer A er altså højere end hastigheden på side B, det vil sige 
ifølge Bernoullis ligning, at der ved A vil være et lavere tryk end ved B. 
Antages den potentielle energi for at være konstant, kan det konstateres at trykforskellen, ∆P , kan 
udtrykkes således: 
10)  ∆P = 1
2
⋅ ρ ⋅ v 2  
Ved at sætte hastighederne for side A og B ind i formlen, får vi: 
11)  ∆P =
1
2
⋅ ρ ⋅ v + ω ⋅ r( )2 − v −ω ⋅ r( )2( )⇔
∆P = 2 ⋅ ρ ⋅ r ⋅ω ⋅ v
 
Vinkelhastigheden ω, kan defineres således, ω = 2 ⋅ pi ⋅ f . Hvor f er rotationsfrekvensen i 
revolutions (omgange) per sekund. Da det er rotationsfrekvensen og ikke vinkel hastigheden vi vil 
arbejde med i dette projekt divideres igennem med 2 ⋅ pi  for at transformere ω om til f: 
12)  ∆P = 4 ⋅ ρ ⋅ r ⋅ f ⋅ pi ⋅ v  
Det totale tryk er lige med kraft per areal: 
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14)  ∆P = F
A
 
Hvor ∆P er trykket, F er kraften og A er arealet. Vi har her antaget at kraften virker på boldens 
tværsnitsareal. Det vil sige at det areal som kraften F virker på er A = pi ⋅ r2 hvor r er boldens radius 
i meter. Omskrives ligning 14 således at den er et udtryk for F og indsættes udtrykket for ∆P fundet 
i ligning 12 og udtrykket for boldens tværsnit areal fås: 
15)  F = ∆P ⋅ A ⇔ 
16)  F = 4 ⋅ ρ ⋅ r3 ⋅ pi 2 ⋅ f ⋅ v  
 
Når først boldens bane begynder at krumme, kan man forstille sig en radius til denne krumning. 
Den kraft der holder en genstand jævn cirkelbevægelse kaldes for Centripetalkraften. Den er rettet 
ind mod centrum af cirkelen og defineres således: 
17)  Fcentripetal =
m ⋅ v 2
R
 
Hvor m er massen i kg, v er hastigheden i m ⋅ s−1 og R er radius i boldens krumme bane. 
Udtrykket for F fra ligning 16 sættes lige med Centripetalkraften og R isoleres: 
18)  m ⋅ v
2
R
= 2 ⋅ ρ ⋅ r3 ⋅ pi 2 ⋅ f ⋅ v ⇔ 
19)  R = m ⋅ v
4 ⋅ ρ ⋅ r3 ⋅ pi 2 ⋅ f  
Da m, ρ, r og π og 4 er konstanter, lægges de om til en ny konstant k.  
20)  R = k ⋅ vf  
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Det fremgår her tydeligt at radius for boldens afbøjning, R, er proportional med hastigheden over 
rotationsfrekvensen. Denne udledning fokuserer kun på sammenhængen mellem radius for boldens 
krumme bane, hastigheden og rotationsfrekvensen uden at tage hensyn til de øvrige kræfter på spil. 
Den giver derfor en kvalitativ forklaring af fænomenet som indikerer at den kraft som får bolden til 
at afvige fra dens bane afhænger af  hastigheden og rotationsfrekvensen. 
 
y
x
Afbøjningsradius R
 
Figur 7. Illustrer den udledning vi lige har gennemgået. Størrelsen på den krummet banes radius, R, afhænger af 
boldens hastighed og rotationsfrekvens. Egen figur. 
 
2.4. Laminar og turbulent flow  
Når en bold bevæger sig gennem luften bliver luften også påvirket. Luften kan påvirkes på 
forskellige måder, hvilket dette afsnit vil belyse. 
Dette projekt vil beskæftige sig med den del af fysikken, som betegnes som fluid mekanik. Fluid er 
en fælles betegnelse for væsker og gasser fordi strømningsegenskaberne hovedsageligt kan 
beskrives på samme måde. Der findes to slags strømninger: laminar og turbulent strøm. 
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Figur 8. Øverst a og nederst b. Figur a viser en bold gennem et laminar luftstrøm. På figur b ses at bolden danner 
turbulens i dens kølvand. Vi har med vilje ikke tegnet rotationen da den ikke er relevant for strømningsarten. Figurerne 
er tilgængelige på www.physics.hku.hk/~phys0607/lectures/chap05.html 
 
Laminar strømning er en velordnet lagdelt bevægelse illustreret her ved parallelle 
“strømningslinjer” hvor de enkelte fluid elementer ikke opblandes. 
I turbulent strømning derimod vil de enkelte fluid elementer følge uforudsigelige “strømningslinjer” 
hvilket medfører en fuldstændig opblanding af fluidet. Dette umuliggør en analytisk beskrivelse af 
strømningen. Turbulent strømning er til stede ved højere hastigheder end laminar strømning. (Claus 
S. Jacobsen, 1998) 
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2.5. Reynoldstal 
Dette afsnit forklarer læseren hvad Reynoldstal bruges til, hvordan det beregnes og hvilken 
relevans det har i dette projekt. 
En genstands strømning gennem et fluid beskrives som laminar eller turbulent. Dette kan man finde 
ud af ved hjælp af Reynoldstal. Reynoldstal bruges til at finde ud af hvordan strømninger opfører 
sig. For eksempel vil to strømninger med samme reynoldstal men i to forskellige fluider og ved 
forskellige hastigheder opføre sig ens. For at få en bedre forståelse af disse Reynoldstal er det 
nødvendig at foretage en dimensionsanalyse og se nærmere på hvad der sker under laminar og 
turbulent strømning. (H. Højgaard Jensen, 1968).  
En genstand, påvirket af en kraft som bevæger sig gennem et fluid frigiver noget energi. Hvis 
fluidets strømning er turbulent bliver denne energi omsat til bevægelse som kan ses i form af 
hvirvler i kølvandet på genstanden. Dette har en sammenhæng med massen der sættes i bevægelse 
og dermed med fluidets densitet. Er strømningen derimod laminar er den frigivede energi ikke 
blevet omsat til bevægelse da ”strømningslinjerne” ligger pænt på langs med hinanden i boldens 
kølvand som de gør foran bolden. Denne energi må derfor være blevet omsat til varme. Varme har 
noget at gøre med hvor hurtigt molekylerne vibrerer. Det er bestemt af den indre 
gnidningsmodstand i fluidet, også kaldet for fluidets viskositet.  
Reynoldstal, Re , defineres således: 
21)     Re =
ρ ⋅ d ⋅ v
η
 
Hvor ρ er fluidets densitet i kg/m3, d er genstandens diameter i meter, v er hastigheden hvorved 
fluidet passerer i m/s og η er fluidets viskositet i kg /m ⋅ s . Ganges tælleren og nævneren med 
diameter og hastighed ses det at de begge giver udtryk for en kraft: 
22)     Re =
ρ ⋅ d2 ⋅ v 2
η ⋅ d ⋅ v
 
Da densiteten indgår i tælleren kan denne fortolkes som at være et udtryk for den kraft, Fturbulent, 
som påvirker bolden i et turbulent stadie. Endvidere indgår viskositeten i nævneren så denne kan 
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fortolkes som et udtryk for den kraft, Flaminær, som virker på bolden i det laminare stadie. Dette kan 
vises ved en dimensionsanalyse af  Fturbulent og Flaminær. 
23)     Fturbulent[ ]= ρ ⋅ d2 ⋅ v 2[ ]= kg
m3
⋅ m2 ⋅
m
2
s2
=
kg ⋅ m
s2
= N  
24)     Fla min ar[ ]= η ⋅ d ⋅ v[ ]= kg
m ⋅ s
⋅ m ⋅
m
s
=
kg ⋅ m
s2
= N  
Som det kan ses er enheden for både Fturbulent og Flaminær er kg ⋅ m ⋅ s−2 hvilket også er et udtryk for 
Newton. Vi har hermed vist at Reynoldstal kan fortolkes som et forhold mellem to kræfter og 
dermed også er dimensionsløst. 
Som nævnt tidligere er Reynoldstal relevante i dette projekt da vi skal vide hvilken slags 
strømninger vi kommer til at beskæftige os med. Typen af strømninger afgør hvilken forskrift man 
kan bruge for luftmodstanden. Dette vil vi komme nærmere ind på i næste afsnit. På følgende figur 
er Cd tegnet ind i et dobbelt logaritmisk koordinatsystem som funktion af Reynoldstal. Cd er en 
konstant der bruges til at beregne dragforce og den vil blive forklaret i afsnit 2.6. Her er det bare 
vigtig at lægge mærke til at den er omvendt proportionel med hastigheden. 
 
Figur 9. Graf for 
Dragcoefficient Cd som 
funktion af Reynoldstal 
for en sphere, indtegnet i 
et dobbelt logaritmisk 
koordinatsystem. Figur 
er tilgængelig på 
www.islandone.org/LEO
Biblio/SPBI1GU5.GIF. 
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Som det kan ses på figuren stiger Reynoldstallet i takt med at Cd falder altså når hastigheden stiger. 
Med tilnærmelse kan man beskrive sammenhængen mellem Reynoldstal og hastighed som lineær 
ved lave Reynoldstal. Det er her at strømningen er laminær. Ved omkring 2 ⋅105  sker der et knæk 
på kurven og strømningen træder over i et turbulent stadie. Området omkring knækket er en 
overgangszone og kan ikke beskrives med en forskrift. (C.B. Daish, 1972) 
Følgende figur viser Reynoldstal som funktion af hastigheden for skud som vi har foretaget. 
 
Figur 10. Reynoldstal som funktion af hastigheden for 7 af vores egne skud. 
Vi har målt vores skud til typisk at have en start hastighed på omkring 23 m/s og slutte omkring 11-
13 m/s. Dermed kan vi konkludere at vores bold typisk, til at starte med befinder sig i en turbulent 
strømning og ender til slut i overgangszonen mellem den turbulente og den laminare strømning. Det 
er når bolden træder ud af den turbulente strømning og ind i overgangszonen at magnuskraften, som 
bliver uddybet i afsnit 2.7., for alvor får indflydelse på boldens bane. Der sker fordi der i 
overgangszonen også sker en forøgelse af luftmodstanden og dermed bliver magnuskraftens 
påvirkning på bolden også mere synlig. 
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2.6. Dragforce 
Dragforce (luftmodstanden) er en modstand som luften yder mod en genstand der bevæger sig. Den 
angives som Fd, kraften hvormed luften påvirker genstanden. Luftmodstanden angives forskelligt 
alt efter hvilket strømningsstadie den pågældende genstand bevæger sig i. Ved turbulent strømning 
angives Dragforce ved denne formel: 
25)  Fd =
1
2
⋅ Cd ⋅ A ⋅ ρ ⋅ v 2 
Hvor A er genstandens areal i m2, ρ densiteten i kg/m3, v hastigheden i m/s og Cd er en 
dimensionsløs konstant kaldet for dragkoefficient. Den afhænger af genstandens form, overflade 
egenskaber, hastighed og viskositeten af det medie den bevæger sig i (i vores tilfælde, luft). Jo 
større Cd er, jo større bliver luftmodstanden for genstanden. Som nævnt i forrige afsnit, befinder 
vores bold sig både i det turbulente stadie og i overgangen mellem det turbulente og det laminare. 
Da denne overgangszone ikke kan beskrives med en funktion vælger vi at bruge ligning ? til at 
modellere hele vores skud.  For at kompensere for dette agter vi empirisk at bestemme en forskrift 
for Cd som vi så vil bruge i ligningen. 
Til vores model spiller luftmodstand en stor rolle. Den er skyld i boldens aftagende hastighed under 
et skud. Hvilket gør at Magnuseffekten (som bliver forklaret i den følgende afsnit) fremtræder og 
får bolden til at skrue kraftigt i slutningen af et skud. 
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2.7. Magnuseffekten 
De fysiske årsager til fænomenet som får bolden til at afvige fra dens bane bliver forklaret i dette 
afsnit. 
Fænomenet som får en skruet bold til at bøje af sin bane er i fysikkens verden kendt som 
Magnuseffekten. Magnuskraften er den kraft hvormed bolden bliver trukket fra dens bane. Vi vil 
her se på hvilke fysiske egenskaber denne kraft skyldes. 
Magnuskraften opstår når en genstand roterer omkring sin egen akse mens at en strøm af et vilkårlig 
fluid passerer forbi. Rotationen gør at strømmen passerer hurtigere og langsommere på hver sin side 
i forhold til boldens overflade hvilket, som tidligere forklaret, ifølge Bernoullis ligning medfører en 
ændring i trykket og på den ene side vil der opstå lavtryk og på den anden højtryk. 
Rotationsretning
MagnuskraftOmråde med lavt tryk
Område med højt tryk
 
Figur 11. Roterende fodbold gennem en luftstrøm. Den røde pil angiver rotationen og  den blå pil angiver retningen som 
Magnuskraften trækker i. Figuren er en videre tegning fra en figur tilgængelig på 
www.physics.hku.hk/~phys0607/lectures/chap05.html. 
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Bolden vil så blive trukket mod lavtrykket hvilket altså er den kraft som medfører en afvigelse fra 
dens bane. Tager vi nu igen fat i ligning 16 fra afsnit 2.3. kan vi finde frem til en ligning for 
Magnuskraften. 
16)  F = 4 ⋅ ρ ⋅ r3 ⋅ pi 2 ⋅ f ⋅ v  
Radius, r, transformeres om til diameter d. 
26)  F = 4 ⋅ ρ ⋅ d3 ⋅ pi 2 ⋅ f ⋅ v ⋅ 1
2
 
 
 
 
 
 
3
 
Nu lægges tallene og pi 2 om til en konstant vi kalder Cm. Dermed fås et udtryk for Magnuskraften, 
Fm. 
27)  Fm = Cm ⋅ ρ ⋅ f ⋅ v ⋅ d 3 
Hvor ρ er luftdensiteten målt i kg⋅m-3, v er hastigheden i ms-1, f er rotationsfrekvensen målt i 
revolutions per sekund, d er boldens diameter målt i meter og Cm er en dimensionsløs konstant 
kaldet for Magnuskonstanten. 
 
3. Eksperimenter 
Vi har lavet to eksperimenter, A og B, for at kvantificere henholdsvis Dragforce og Magnuskraften. 
3.1. Tracker 
Dette afsnit introducerer læseren til videoanalyseprogrammet Tracker. Det belyser dets muligheder 
og hjælper dermed til at forstå opstillingen af de to eksperimenter. 
Tracker er et videoanalyseprogram. Det bruges ved at åbne den ønskede video i programmet. Denne 
video kan så klippes så kun den ønskede sekvens analyseres. Kender man en afstand i videoen kan 
man med Tracker definere størrelsen på et ”målebånd”. Derudover kan der indsættes et 
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koordinatsystem bestående af en x og en y akse. Frame (billed) efter frame kan man så placere en 
såkaldt ”tracker” på et bestemt objekt som man ønsker at følge i koordinatsystemet. Er der for 
mange frames, kan man vælge at springe et hvis antal over ad gangen. 
 
Figur 12. Et screenshot af videoanalyseprogrammet Tracker. Den blå pil er et ”målebånd”, de lange streger gennem 
billedet er koordinatsystemet og de små firkanter er ”trackere” som følger bolden gennem skuddet. Øverst til højre kan 
Tracker tegne grafer alt efter hvilke data der vælges og nederst til højre beregnes de data man vælger. 
Når alle disse ”trackere” er blevet placeret kan man få Tracker til at beregne en masse data om det 
bestemte objekt. Det kan være, som i vores projekt, tiden, position, hastighed, accelerationens a og 
y komponenter og meget mere. 
 
3.2. Bestemmelse af Dragforce 
Vi interesserer os for Dragforce da den og tyngdekraften er årsagerne til at bolden ikke fortsætter 
sin flugt ud i det uendelige. Som set i afsnit 2.6., ligning 25, defineres Dragforce i 
turbulentstrømning ved følgende formel: 
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25)  Fd =
1
2
⋅ Cd ⋅ A ⋅ ρ ⋅ v 2 
I dette projekt vil vi bruge denne ligning som forskrift for dragforce i den model som vi opstiller i 
Matlab. Vi vil dog bestemme Cd empirisk. Dette kan gøres fordi vi kender A og ρ og eksperimentelt 
kan bestemme accelerationen ad for Fd og v. Ved hjælp af Tracker findes v let, ad er lidt mere 
kompliceret at finde og forklares nærmere i afsnit ??. Til at bestemme disse har vi designet 
eksperiment A. 
 
3.3. Bestemmelse af Magnuskraften 
Som forklaret i afsnit 2.7., kan Magnuskraften defineres ved følgende forskrift: 
27) Fm = Cm ⋅ ρ ⋅ f ⋅ v ⋅ d 3 
Hvor Cm, ρ, og d er konstanter. Vi kender både ρ og d. Cm, som kaldes for Magnuskoefficienten og 
er en kompliceret konstant som defineres ud fra genstandens overflade egenskaber, Reynoldstal, 
hastighed og rotationsfrekvens (David M. Bourg, 2002). Til vores model vil vi dog nøjes med at 
bestemme magnuskraftens acceleration, am. 
Til vores model skal vi have bestemt magnusaccelerationen am. Ud fra ligning 27 kan vi se at Fm er 
proportional med v ⋅ f  ved proportionalitetskonstanten k = Cm ⋅ ρ ⋅ d3 .  Dermed må 
magnusaccelerationen am også være proportional med v ⋅ f . Vi vil derfor eksperimentelt opstille en 
forskrift for am som funktion af v ⋅ f . 
Men først er vi nødt til at gøre os visse antagelser for eksperimentelt at kunne bestemme 
sammenhørende værdier af am og v ⋅ f : 
1. Vi starter med at antage at boldens rotation i løbet af skuddet er konstant. Dette gør vi dels 
fordi det er os af praktiske årsager kun muligt at måle rotationen i starten af skuddet og dels 
fordi vi heller ikke regner med at friktionen, som er den eneste modstand rotationen har, kan 
nå at mindske den betydeligt især da et skud typisk kun varer mellem 1 og 2 sekunder. 
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2. At skulle tage hensyn til den varierede fart mens at bolden afviger vil være en større opgave 
derfor tilnærmer vi os med en gennemsnitshastighed fra at bolden begynder at afvige til at 
den lander (lige før den rammer jorden). 
3. Vi antager at Magnuskraften, Fm er en kraft som virker vinkelret på den retning som bolden 
bliver skudt af sted med, altså x-aksen og at denne kraft er konstant dvs. accelerationen i y-
aksens retning er konstant. Dermed kan vi ved at måle afstanden, ∆S, mellem x-aksen og 
boldens landingspunkt og tiden ∆t, som der går fra bolden afviger fra x-aksen til at den 
lander finde den acceleration som Fm bevirker. 
y
x
∆S
 
Figur 13. Boldens afbøjning fra x-aksen langs y-aksen. Egen figur. 
Den strækning, ∆S, som bolden afviger fra x-aksen med kan beskrives således: 
28)  ∆S = 1
2
⋅ a ⋅ ∆t 2  
Hvor a er accelerationen som Fm bevirker og t tiden som bolden bruger på at flyve strækningen. Vi 
har hermed også antaget at boldens position og acceleration i y-retningen er nul på det tidspunkt 
hvor bolden begynder at afvige. Vi kan nu isolere accelerationen: 
29)  a = 2 ⋅ ∆S
∆t 2
 
Hermed har vi Magnuskraftens acceleration. Vil man finde selve Magnuskraften skal accelerationen 
bare ganges med boldens masse. Eksperiment B er designet til at finde frem til en ligning for 
Magnuskraften. 
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3.4. Eksperiment A, Dragforce 
Med dette eksperiment skal vi have bestemt Cd som funktion af hastigheden. Hastigheden varierer i 
løbet af skuddet så vi vælger at filme det fra siden således at vi kan måle alle hastigheder i løbet af 
skuddet.  
Inspireret af Roberto Carlos’s famøse skud laver vi en 30 meter lang opstilling. Vi planter 3 
milepæle med 10 meters afstand langs en lige linje. Dermed har vi dels noget at skyde efter og en 
målestok når vi plotter videoen ind i Tracker. Forsøgs opstillingen ser således ud: 
 
10 m
Size 5 bold Casio Exilim EX-F1
Målepæle
Opstilling for Eksperiment A
 
Figur 14. Opstilling for eksperiment A. Egen figur. 
 
Vi bruger et Casio Exilim EF-X1 kamera som kan optage op til 1200 fps ( Frames per second ) da 
dens optagelser er af en bedre opløsning end et almindeligt kamera og antallet af billeder giver også 
bedre forsøgs resultater. Vi justerer det dog til kun at optage på 300 fps da det viser sig at være et 
tilstrækkeligt antal billeder. 
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Figur 15. Andreas midt i et skud, fotograferet bagfra. Det kan 
her ses at bolden ca. befinder sig over den hvide linje under 
skuddet.  
 
 
 
3.5. Data behandling af eksperiment A 
Vi plotter videoklippene ind i Tracker. Ikke alle klippene er brugbare da ikke alle skud er perfekte. 
Ud af de mange video klips vi foretog var der syv rigtig gode som vi arbejder videre med. 
Når et klip er blevet åbnet i Tracker, gøres følgende for at opnå det ønskede data. 
Først justeres startframe og slutframe på klippet, så at det kun viser når bolden forlader jorden i 
starten af skuddet, og lige når den lander i slutningen af skuddet. 
Når dette er gjort skal størrelses forhold i klippet angives, og det gøres ved brug af et “målebånd” i 
selve videoklippet. Her udnytter vi at vi kender afstanden mellem milepælene. 
Efter dette, så går vi igang med at definere boldens position ved at følge den med en tracker frame 
efter frame i klippet (man kan også vælge at tage hver anden frame osv. hvis der er for mange). 
Dette gør at vi kan få data på tid, position, hastighed og acceleration i et koordinatsystem for skudet. 
Det er så tallene for hastighed og acceleration i x og y komponenter, vi bruger til videre beregninger 
i et regne ark. 
Som nævnt skal vi finde Cd, det kan vi gøre ved at omskrive ligning 25 for Fd: 
 25) Fd =
1
2
⋅ Cd ⋅ A ⋅ ρ ⋅ v 2 ⇔ 
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30)  Cd =
2 ⋅ Fd
ρ ⋅ A ⋅ v 2
 
For at finde Cd skal vi altså bestemme v og Fd. v får vi ved hjælp af tracker og Fd er bestemt ved: 
31)  Fd = ad ⋅ m  
Da vi kender boldens masse m skal vi bare finde accelerationen ad. Tracker kan finde 
accelerationens x og y komponenter for os. Vi trækker tyngdekraften fra y-komponenten således 
sikrer vi os at vi får udtryk for størrelsen af dragforce i y-komponenten. Med nedenstående formel 
finder vi så accelerationen:  
32)  ad = ax2 + ay − 9,82
m
s2
 
 
 
 
 
 
2 
 
  
 
 
   
 
Nu kan vi bestemme Cd for hvert v vi måler. Dette har vi gjort ved hjælp at et regne ark for alle syv 
gode skud ( se bilag 1). Vi har dernæst tegnet en graf for Cd som funktion af v samlet for alle syv 
skud. Se Bilag 1. 
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Figur 16: Cd som funktion af v og den bedste rette linje gennem punktplottet. 
 
Med denne graf har vi fået matlab til at tegne ved hjælp af lineær regression med mindste kvadrats 
metode, den bedste rette linje gennem punkterne. Dens forskrift ser sådan ud: 
33)  Cd = −0,13 ⋅ v + 3,62 
Sættes denne ind i forskriften for Fd fås: 
34)  Fd =
1
2
⋅ −0,13 ⋅ v + 3,62( )⋅ ρ ⋅ A ⋅ v 2 ⇔  
35)  Fd = −0,07 ⋅ v 3 +1,8 ⋅ v 2( )⋅ ρ ⋅ A  
Fd kan altså tilnærmes med et 3. grads polynomium i det aktuelle hastigheds interval. Det er denne 
forskrift for Fd som vil blive brug i vores model. 
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3.6. Eksperiment B, Magnuskraften 
Målet for eksperiment B er at opnå en ligning for Magnuskraften som funktion af hastighed og 
rotation. For at kunne måle rotationen i praksis skal man være relativt tæt på bolden, ikke mere end 
4-5 m. Derfor vil vi i dette eksperiment benytte os af to kameraer, et for at måle rotationen tæt på 
men også afbøjningen, og så et til at måle hastigheden i løbet af skuddet, hvilket vil foregå 
nogenlunde som i eksperiment A. Forsøgsopstillingen ser ud således: 
10 m
10 m
MålepæleSize 5 bold
Alm. Panasonic 
kameraCasio Exilim EX-F1
Opstilling for eksperiment B
 
Figur 17. Opstilling af eksperiment B. egen figur. 
 
Vi benytter her Casio Exilim Kameraet til at filme 
rotationen da vi har erfaret at et almindeligt kamera som 
optager 25 fps ikke er tilstrækkeligt. Det er blevet indstillet 
til at tage 300 fps. Til hastigheds optagelserne fra siden 
benytter vi et almindelig kamera af mærket Panasonic. For 
forklaringens skyld kalder vi dem for henholdsvis kamera 1 
og kamera 2. Vi har i denne opstilling også plantet en 
Figur 18. Christian i færd med at opsætte 
kamera 2. 
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milepæl 10 meter til venstre side for de øvrige pæle, dette er for at have en målestok for 
afbøjningen. 
 
3.7. Databehandling af eksperiment B 
Vi tog med denne opstilling optagelser af 41 skud. Af dem fik vi 14 brugbare. I de øvrige var 
skuddet fra starten for skævt til at måle nogen afbøjning eller noget var gået galt i optagelsen. Det 
viste sig at blandt de brugbare skud var en stor forskel på vinklen i forhold til en lodret akse som 
bolden roterede om. Den vinkel varierer mellem 35 og 70 grader.  
For hver brugbar optagelse fra kamera 1 starter vi med at vurdere hvor mange grader aksen som 
bolden roterer omkring afviger fra en 
lodret akse (vi benævner denne vinkel θ ). 
Derefter måler vi rotationsfrekvensen, f, i 
revolutions per sekund (rev/s). Så 
vurderes hvornår bolden afviger fra dens 
bane og der måles hvor lang tid der så går 
før den lander. Det kalder vi for 
afvigelsestiden, ∆t. Til slut måler vi hvor 
meget bolden er afbøjet fra sin bane. Vi 
kalder denne afstand ∆S. 
 
Vi tager nu den tilsvarende optagelse fra kamera 2. Vi besluttede at tage et gennemsnit af 
hastigheden fra det tidspunkt at den afviger fra dens bane til den lander. Vi ved nu fra målingerne 
på optagelser fra kamera 1 hvornår bolden begynder af afvige. Dermed ved vi hvornår vi skal 
begynde at måle gennemsnitshastigheden for bolden.  
Nu har vi så fundet rotationsfrekvensen f, gennemsnitshastigheden for afbøjningen v, 
afbøjningsstækningen ∆S og afbøjningstiden ∆t. Hermed kan vi finde x og y koordinaterne for 
vores graf for Magnusaccelerationen som funktion af hastigheden gange rotationsfrekvensen.        
Figur 19. Screenshot i Tracker ved behandling af et skud til 
eksperiment B. 
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X-koordinaterne finder vi ved  og y-koordinaterne findes som forklaret tidligere ved formlen 
nr. 13. Se bilag 2 for resultater. Vi plottede i første omgang alle de brugbare skud sammen, men 
resultatet var et punktplot hvori der ikke så ud til at være nogen form for system. Vi plottede 
derefter så kun data fra skud der havde den samme rotations vinkel, nemlig 50 grader fra en lodret 
akse. Således ser punktplottet ud: 
 
Figur 20. Magnusaccelerationen som funktion af hastigheden gange rotationsfrekvensen og den bedste rette linje 
gennem punkterne. 
 
Ved hjælp af matlab finder vi forskrifter for funktion til at være: 
 
36)  am = 0,027 ⋅ v ⋅ f +1,93 
 
Denne vil vi bruge til at opstille vores model i Matlab. 
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Til både eksperiment A og B er der selvfølgelig også fejlkilder. Selv om optagelserne blev foretaget 
på vindstille dage er der jo aldrig, hverken i en hal eller ude i det fri fuldstændigt vindstille. 
Desuden kan boldens rotationsakse også ændre sig i løbet af skuddet men det kan af praktiske 
årsager ikke måles. Vi antager derfor at rotationsaksen og rotationsfrekvensen er konstant i løbet af 
skuddet. 
 
 
4. Modellen 
I dette kapitel vil modellen blive opstillet og resultater vil blive kommenteret. 
4.1. Opstilling 
Med de to opnåede forskrifter for Fd og Fm kan vi nu begynde at bygge vores model. Vi starter 
derfor med at lave to ”.m” filer i Matlab som indeholder forskrifterne for Fd (ligning 35) og Fm 
(ligning 36). De kaldes henholdsvis for ”fdrag” og ”fmagnus”. Luftens densitet er blevet sat til 1.2 
kg/m3, Boldens tværsnits areal er målt til 0,038 m2 og boldens masse er målt til 0,45 kg. De to .m 
filer ser således ud: 
Fdrag 
 
function y=fdrag(v) 
         y=(-0.07*v^3 +1.8*v^2)*1.2*0.038/0.45 
 
Det kan her ses at ligning 35 er blevet divideret med boldens masse, 0,45 kg. Dermed opnås et 
udtryk udelukkende for dragforce accelerationen som er den som skal bruges i modellen. 
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Fmagnus 
 
function y=fmagnus(v,f) 
   y=0.027*v*f+1.93; 
 
Disse vil blive brugt i modellerings filen når integrationen begynder. 
 
4.2. Matlab modellen: 
Selve modellering filen kaldes for fodbold. Til at starte med angives de forskellige konstanter som 
indgår i modellen. Der drejer sig om luftens densitet, diameter og til sidst tyngdeaccelerationen. 
Derefter defineres begyndelses betingelserne. Det er bl.a. antallet af integrationsskridt, 
integrationstiden, starttiden, de forskellige vinkler skuddet bliver skudt afsted af, starthastigheden 
og rotationsaksens vinkel. Rotationsaksens vinkel antages at være konstant under skuddet. 
Vi har valgt at integrere 1000 intervaller. Dette vil give os tilpas små stykker af kurven hvor vi med 
rette kan betragte at hastigheden og accelerationen ikke ændrer sig. 
Fodbold.m filen: 
%Konstanter 
rho=1.2;     %Luftens massefylde [kg/m3] 
bd=0.22;     %Boldens diameter [m] 
g=-9.82;     %Tyngdeaccelerationen [m/sek2] 
 
%Begyndelsesbetingelser 
n=1000;      %Antal integrationsskridt 
tslut=3;     %Integrationstiden [sek] 
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dt=tslut/n;  %Integrationsskridt [sek] 
t=zeros(n,1); 
s=zeros(n,3); 
v=zeros(n,3); 
vf=zeros(n,1); 
a=zeros(n,3); 
t(1)=0;         %Startiden  
s(1,:)=[0 0 0]; %Blodens startposition 
vv=25/180*pi;   %Skudvinkel i forhold til xy-planen (vandret) 
vx=0/180*pi;    %Skudvinkel i forhold til xz-planen  
vf(1)=25;       %Skudets fart [m/sek] 
bf=9;          %Skudets rotationsfrekvens [/sek] 
vr=50/180*pi   %Boldens rotationsvinkel iforhold til xz-planen 
v(1,:)=[vf(1)*cos(vv)*cos(vx) vf(1)*cos(vv)*sin(vx) vf(1)*sin(vv)]; 
a(1,:)=[0 0 g]; 
 
%Integrationen starter 
for i=2:1:n 
  t(i)=t(i-1)+dt;   
  v(i,:)=v(i-1,:)+a(i-1,:)*dt; 
  s(i,:)=s(i-1,:)+v(i-1,:)*dt; 
  vf(i)=norm(v(i,:)); 
  %a(i,:)=[0 0 g]; 
  a(i,:)=[0 fmagnus(vf(i-1)*cos(vr),bf) g+fmagnus(vf(i-1)*sin(vr),bf)]-fdrag(vf(i-1))*v(i-1,:)/vf(i-1); 
end 
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4.3. Modelresultater 
4.3.1. De første resultater 
Til at starte med blev det antaget at bolden roterede omkring en lodret akse og at magnuskraften 
derfor virkede parallelt med xy-planen. Det blev vi imidlertidigt i tvivl om var en god antagelse 
efter at have opnået de første model resultater.  
 
 
Figur 21. a og b. a Fodboldens position gennem xz-planen. b Fodboldens position på xy-planen. 
 
Som det kan ses på figuren er skuddet ikke mere end 18-19 meter lang. Afbøjningen kan læses på 
figur 19b, og den ser ud til at være 5-6 meter. Det er meget sammenlignet med længden af skuddet.  
Den første model skyder altså ikke langt nok og har en for stor afbøjning. Der kan gives en ganske 
enkel forklaring på dette. Det skyldes at vi i modellen har programmeret boldens til at rotere 
omkring en lodret akse, altså parallel med z-aksen. Derimod bygger vi vores Fm funktion på skud 
som roterer omkring en akse som er 50 grader skæv fra z-aksen, som vist på figur 21b. 
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Figur 22. a og b. Model 
skuddet roterer omkring 
en lodret akse som vist til 
venstre og vores Fm 
ligning bygger på skud 
med en vinkel på 50 
grader som vist til højre. 
Egen figur. 
 
 
Magnuskraften i modellen trækker altså udelukkende bolden til siden i y- aksens retning. I vores 
empiriske skud trækker magnuskraften bolden mod venstre med en vinkel på 40 grader i forhold til 
en lodret aksen. Dette vil altså sige at i vores empiriske skud bliver ikke bare trukket til siden (dog 
ikke med samme kraft som i modellen) men den opnår samtidig et “løft” opad. Dette forklarer 
glimrende at bolden i den første model ikke skyder lige så langt og har en større afbøjning end i de 
skud vi har bygget vores Fm på. 
”Fodbold” filen blev derfor lavet om således at vi også kunne simulere boldens rotationsakse. 
 
4.3.2. De nye resultater 
For at kunne tage højde for rotationsaksen i modellen, introducerede vi en ny vinkel i ”fodbold.m” 
filen. Ved at gange magnuskraften med cosinus til denne vinkel korrigeres kraften som trækker 
bolden langs y-aksen. For også at opnå et lift opad adderes tyngdekraften g med magnuskraften 
gange med sinus til den nye vinkel. Dermed er der taget fuldt hensyn til boldens rotationsakse. Dog 
antages denne stadig for ikke at ændre sig i løbet af skuddet. 
Som det fremgår i fodbold.m filen, er starthastigheden blevet sat til 25 m/s. Rotationsaksen afviger 
med 50 grader fra en lodret akse. Rotationsfrekvensen er blevet sat til 9 revolutions/sekund hvilket 
50°
Magnuskraften Rotationsaksen
40°
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vi erfarede var den frekvens langt de fleste skud lå omkring. Til slut er udgangsvinkelen i forhold til 
xy-planen sat til 25 grader og udgangsvinklen i forhold til xz-planen sat til 0 grader da der skydes 
langs denne. 
 
Med denne ændring i programmet opnår vi nu et længere skud. Der opnås også en lidt større 
afbøjning hvilket skyldes at bolden grundet et længere skud også er længere i luften og dermed har 
mere tid til at afbøje. 
 
Figur 23. a og b. På a ses boldens position på xz-planen. På b ses boldens position på xy-planen. 
 
5. Validering  
I dette afsnit vil empiriske data for boldens bane blive sammenlignet med modellen. 
For at validere modellen tages skud fra eksperiment B. Tanken er at sammenligne disse skud bane 
på xz-planen og xy-planen med den bane der fås i modellen når de samme start betingelser skrives 
ind. Disse start betingelser er skuddets udgangsvinkel, udgangshastigheden og rotationsaksens 
vinkel. 
Hele boldens bane på xz-planen vil blive sammenlignet med modellen. Med hensyn til xy-planen er 
det ikke muligt at finde nøjagtige koordinater for hele boldens bane. Dette er fordi kameraet som 
filmer afbøjningen er placeret bag bolden som det kan ses i figur 16 for opstilling B. Et film klip er 
2-dimentionelt og ligeledes fungerer Tracker også i to dimensioner. Det betyder at bolden er meget 
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stor i starten af klippet og bliver meget lille ved slutningen. Dette umuliggør en præcis måling af 
afvigelsen. Derfor valgte vi i stedet af fokusere på at 2 punkter som er tilstrækkelige for en ordentlig 
sammenligning af banen på xy-planen. Det drejer sig om der hvor bolden begynder at afvige og der 
hvor den lander. Ved hjælp af kamera 1 findes tiden til hvilken bolden begynder at afvige og denne 
afstand findes på x-aksen ved hjælp af kamera 2. 
Vi har brugt skud 47 og 44. Det er to skud med lidt forskellige start betingelser. På den måde kan 
modellens rækkevidde også testes.  
Start betingelserne for skud 47 er, en udgangshastighed på 23m/s, en rotationsvinkel på 45grader og 
en udgangsvinkel på 20 grader i forhold til xy-planen. De tre betingelser sætter vi ind i fodbold.m 
filen. Den forskrift vi har benyttet for magnuskraften er blevet defineret ud fra skud med en 
rotationsvinkel på 50 grader. Det er dermed egentlig en fejl at sætte rotationsaksen vinkel til 45 
grader for at modellere dette skud, men vi regner med at en forskel på 5 grader ikke udgør nogen 
stor forskel.  
Vi kan nu plotte skud 47 og modellen i samme graf for xz- og xy-planer, som vist nedenfor.  
 
Figur 24 a og b. Viser sammenligning mellem modellen og skud 47, for xz-planen på a, og xy planen på b.. 
Vi kan se på xz-planen at modellen i starten godt følger med skud 47, men begynder at afvige ved 
10-12m. Derfra går modellen ca. 1m højere end skud 47 og lander 4m før.  
På xy-planen har vi  de 2 punkter målt for skud 47. Punkt 1 passer fint med når bolden begynder at 
afvige fra x-aksen. Punkt 2 er der hvor bolden land
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på 6 m. I modellen lander bolden ud for en x værdi på ca. 21,5 og har dermed en afvigelse på ca. 5 
m. Havde modellens bold nået lige så langt som det virkelige skud havde den nok også opnået en 
afvigelse på omkring 6 m. 
Nu sammenlignes nu skud 44 med modellen. Start betingelserne er, en udgangshastighed på 24 m/s, 
en rotationsvinkel på 50grader og en udgangvinkel på 20 grader. Dem sætter vi ind i modellen og 
plotter graferne for xz og xy-planer som vist på figur 24. 
 
  
Figur 25. a og b. Viser sammeligning mellem modellen og skud 44, for xz-planen på a og xy-planen på b. 
På xz-planen følger modellen meget godt med skud 44, indtil den begynder at afvige ved 15m på x-
aksen. Derfra ser vi en stor forskel på modellen og skud 44. Bolden i modellen lander ca. 21m på x-
aksen mens bolden i skud 44 lander ved omkring 29m. 
På xy-planen ser punkt 1 ud til at passe meget godt med afvigelsens begyndelse. Da modellen 
lander omkring ved 22 m, kan man læse på kurven en afvigelse på lidt over 4 m. Punkt 2 har også 
en afvigelse på lidt over fire meter men er blevet skud meget længere langs x-aksen. 
For begge skud passer modellens afvigelse fra x-aksen, alstå magnuskraften, meget godt med den 
afvigelse målt i praksis. Punkterne for boldens begyndene afvigelse fra x-aksen passer desuden også 
meget godt. 
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Dragforce derimod ser ud til at være blevet over estimeret. For begge skud er modellens bane 
væsentligt kortere en det praktiske skud. 
 
6. Konklusion 
Et skruet fodboldskud kan forstås fysisk ved at studere de tre kræfter, dragforce, magnuskraften og 
tyngdekraften, som virker på bolden under et skud. Det er vigtigt at forstå at de forskellige 
strømningsmønstre som bolden gennemgår i løbet af et skud har indflydelse på dragforce og 
hvordan denne kan modelleres. Magnuskraften er en kraft der opstår som følge af en trykforskel og 
dens retning er vinkelret på rotationsaksen. 
Som det fremgår i valideringen er dragforce i modellen blevet overestimeret. Det skyldes at 
fodbolden i løbet af et skud både befinder sig i et turbulent strømningsmønster og i overgangszonen 
mellem den turbulente og den laminare strømning. Dragforce i denne overgangszone lader sig ikke 
beskrive med en simpel forskrift. Modellen bruger derfor forskriften for dragforce i en turbulent 
strømning dog med en empirisk bestemt forskrift for dragforcekoefficienten Cd. Dette er 
selvfølgelig en forsimpling, men er den bedste tilnærmelse vi har fundet frem til i dette projekt.  
Derimod modelleres magnuskraften meget passende i forhold til virkeligheden. Den empiriske 
bestemte forskrift for denne er brugbar i en model, hvis der også tages højde for rotationsaksen 
vinkel. Det komplicerer imidlertid situationen at rotationsaksen tilsyneladende også ændrer vinkel 
under skuddet. Dette forhold har vi ikke kunne tage højde for i modellen pga. manglende empirisk 
og teoretisk grundlag for at modellere fænomenet.       
Det er altså muligt at opstille en matematisk model for et skruet fodboldskud, som kan forudsige 
boldens bane ud fra udgangshastighedens vinkel og fart, boldens rotationsfrekvens, og 
rotationsaksen. Dog er yderligere undersøgelser nødvendige for en bedre modellering af dragforce. 
Vi mener således at vi har svaret på vores problemformulering: 
Hvordan kan et skruet skud i fodbold forstås fysisk og modelleres matematisk, og kan en 
matematisk model forudsige en bolds bane ud fra udgangshastigheden (vinkel og fart), boldens 
rotationsfrekvens, og rotationsaksen? 
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Perspektivering 
Dette sidste afsnit kommer med bud på hvad modellen kan bruges til og Roberto Carlos’ frispark vil 
i praksis forsøges modelleret. 
I den populærvidenskabslige artiklen, The Physics of Football (se litteraturliste ), er der blev regnet 
på Roberto Carlos’ skud. Ligeledes vil vi med vores model forsøge at modellere Carlos’ skud.  
Ifølge artiklen tages frisparket 30 meter fra målet. Artiklen giver os desuden to startsbetingelser, 
hastigheden er 30 m/s og rotationsfrekvens er 10 revolutions/sec. Udgangsvinkel og rotationsvinkel, 
finder vi gennem nærmere analyse af diverse klip af skuddet. Udgangsvinklen i forhold til xy-
planen sættes til at være 15 grader og rotationsaksens vinkel 50 grader. 
Med disse startsbetingelser lagt i modellen, får vi de to nedenstående grafer Roberto Carlos’ skud 
på xz- og xy-planen. 
 
Figur26. a og b. a viser skudet i xz-planen og b i xy-planen.  
Som det kan ses på video klippene, var bolden stadigvæk svævende da den gik i mål, så dens bane 
var i praksis over 30 meter. Modellen når ikke nær så langt men det er ikke langt fra. I artiklen 
beregnes bolden til at have en afvigelse på godt en 4 meter. På vores model læses afvigelsen ud for 
29 meter til ca. 6 meter. Det er en hvis forskel i forhold til artiklen men genses videoerne af de 
famøse frispark virker det klart som om vores model kommer med et bedre bud for boldens 
afvigelse end artiklen. 
Til forbedring af modellen kunne yderligere forsøg hjælpe på at opnå en bedre kvantificering af 
dragforce især for overgangszonen mellem det turbulente og det laminare strømningsmønster. Der 
kunne også undersøges hvorledes rotationen aftager og hvorvidt rotationsaksen ændrer sig i løbet af 
skuddet. Modellen kan så omskrives så den også tager højde for dette. 
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Der kunne i modellen også inddrages konstanter som luftfugtighed. Således kunne spillere og 
trænere se hvor stor en indflydelse det kan have på deres skud og have det i baghovedet ude på 
plænen. 
Slut. 
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Bilag 1. Dragforce. Tabel for skud 58 
ax tracker ay tracker g ay-g ad v v^2 mbold a*m 
         
         
6,50292 -5,68577 9,82 -15,50577 16,8141866 24,003 576,144 0,45 7,566384 
8,7856 -7,19866 9,82 -17,01866 19,1525861 22,9576 527,0514 0,45 8,618664 
9,09627 -8,51946 9,82 -18,33946 20,4713927 21,4508 460,1368 0,45 9,212127 
8,11601 -8,0121 9,82 -17,8321 19,5921772 20,1263 405,068 0,45 8,81648 
7,30487 -7,17799 9,82 -16,99799 18,5011564 19,24 370,1776 0,45 8,32552 
6,82278 -6,34847 9,82 -16,16847 17,5490669 18,0949 327,4254 0,45 7,89708 
7,48318 -6,19313 9,82 -16,01313 17,675359 17,3696 301,703 0,45 7,953912 
7,80764 -6,52678 9,82 -16,34678 18,1156413 16,3785 268,2553 0,45 8,152039 
7,15413 -6,18853 9,82 -16,00853 17,5343836 15,3122 234,4635 0,45 7,890473 
6,17616 -5,51665 9,82 -15,33665 16,5335352 14,8788 221,3787 0,45 7,440091 
6,99879 -5,52813 9,82 -15,34813 16,8685552 14,0899 198,5253 0,45 7,59085 
8,17574 -3,73443 9,82 -13,55443 15,8292545 13,4387 180,5987 0,45 7,123165 
         
Cd 
μ luft- 
viskositet dbold  ρ luft-densitet Reynoldstal    
         
         
0,576 0,00001983 0,22 1,2 319555,825     
0,71722 0,00001983 0,22 1,2 305638,245     
0,878088 0,00001983 0,22 1,2 285577,973     
0,954624 0,00001983 0,22 1,2 267944,69     
0,98643 0,00001983 0,22 1,2 256145,234     
1,057838 0,00001983 0,22 1,2 240900,333     
1,156289 0,00001983 0,22 1,2 231244,297     
1,332856 0,00001983 0,22 1,2 218049,622     
1,476023 0,00001983 0,22 1,2 203853,797     
1,474034 0,00001983 0,22 1,2 198083,873     
1,677026 0,00001983 0,22 1,2 187581,12     
1,72991 0,00001983 0,22 1,2 178911,589     
 
Det her tabel viser tallene vi har brugt til at regne, Reynoldstal og Cd for skud 58. Det samme er 
blevet gjort for skud 56, 57, 59, 102, 103, 104.  
µ er luftens viskositet ved 20 grader og ρ er luftens densitet ved 20 grader. Der hvor der står 
'tracker', er tallene vi har fået gennem programmet tracker, for accelerationens x og y komponenter. 
m og d er boldens masse og diameter. Cd er dragkoefficient og g er tyngdeacceleration. 
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Bilag 2. Magnuskraften 
 
am v*f 
6,34 141,6 
5,12 127,7 
5,61 147,8 
4,86 112,7 
4,77 104,5 
6,32 164,6 
5,12 116,6 
5,24 119,4 
7,18 172,71 
8,17 125,38 
9,09 157,75 
 
Den her tabel viser tallene for magnuskraften acceleration beregnet som forklaret i afsnit 3.3., og 
hastighed gange rotationsfrekvens. Talene bruges til at lave grafen, hvor am er funktion af v*f. Ved 
at beregne den bedste rette linje gennem punkterne findes en forskrift for magnuskraftens 
acceleration. 
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Bilag 3. Validering af modellen. 
 
Skud 44 xz-planen  Punkter på xy-planen Skud 47 xz planen Punkter på xy-planen 
Afstand(m) Højde(m) Afstand(m) Afvigelse(m) Afstand(m) Højde(m) Afstand(m) Afvigelse(m) 
x z x y x z x y 
7,37E-02 1,09E-03 4,6 0 2,46E-02 4,42E-04 4,35 0 
2,42E+00 9,69E-01 29,4 4,62 2,30E+00 8,78E-01 25,4 6,09 
4,62E+00 1,84E+00   4,35E+00 1,55E+00   
6,72E+00 2,56E+00   6,70E+00 2,14E+00   
8,63E+00 3,08E+00   8,81E+00 2,62E+00   
1,06E+01 3,60E+00   1,06E+01 2,85E+00   
1,25E+01 3,92E+00   1,25E+01 3,03E+00   
1,44E+01 4,24E+00   1,47E+01 3,12E+00   
1,61E+01 4,22E+00   1,66E+01 3,01E+00   
1,79E+01 4,24E+00   1,84E+01 2,74E+00   
1,95E+01 4,07E+00   1,98E+01 2,47E+00   
2,11E+01 3,80E+00   2,14E+01 2,01E+00   
2,26E+01 3,43E+00   2,29E+01 1,59E+00   
2,40E+01 2,76E+00   2,41E+01 1,02E+00   
2,55E+01 2,10E+00   2,52E+01 4,04E-01   
2,71E+01 1,48E+00       
2,85E+01 6,16E-01       
2,94E+01 1,87E-01       
 
Den her tabel viser tallene for boldens bevægelse i xz- og xy-planen skuddene 44 & 47. Tallene er 
fra tracker, og er målt i meter. 
Det er disse to skud der bruges i valideringsafsnittet. 
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